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Differentialligninger

I en almindelig ligning, f.eks.
2x+3=x"-5,

er den ubekendte x et tal. Lasningerne til ligningen er de tal x som far
ligningens venstre og hajre side til at veere lig med hinanden.!

Len differentialligning er den ubekendte ikke et tal, men derimod en funktion.
Man kan lave de samme regneoperationer med funktioner som man kan
med tal, men derudover kan man ogsa differentiere (og integrere). En
differentialligning er derfor en ligning der indeholder en funktion, f.eks. f
samt funktionens afledte f’.

Eksempler pa differentialligninger kunne veere

y =2x (1.1)

y =2y (1.2)
r_ Y

Y=oy (1.3)

y’ = sin(x) - y (1.4)

y’ =3y. (1.5)

Ligningerne (1.1)—(1.4) er alle forsteordens differentialligninger, mens lignin-
gen (1.5) er en andenordens differentialligning fordi ligningen indeholder
y”’. En differentiallignings orden beskriver altsd hvor mange gange den
ubekendte (hgjst) er differentieret i ligningen. I det felgende ses kun péa
forsteordens differentialligninger.

Nar man skriver differentialligninger op, anvender man i evrigt ofte nota-
tionen % i stedet for y’. F.eks. kan ligningerne (1.4) og (1.5) ogsa skrives
som

d?y
dx?

d
A sin(x) - y og

=3y.
dx y

1.1 Partikulzere og fuldstaendige losninger

En lesning til en differentialligning er, som naevnt ovenfor, en funktion.
Det er ikke altid sa let at lose en differentialligning, men i bestemte tilfeelde
kan man udlede en lgsningsformel. Dette er beskrevet i senere kapitler.

Her ses i stedet pa hvordan man kan afgere om en given funktion er en
lesning. Ferst kommer dog et enkelt eksempel hvor det repeteres hvordan
man afger om en given veerdi er lgsning til en almindelig ligning.

5

'Den viste ligning har i evrigt losningerne
x=-2o0gx=4



*Bemeerk at blot fordi man har fundet én los-
ning, s har man ikke nedvendigvis fundet
dem alle. Ligningen i eksemplet har faktisk
yderligere en lgsning, nemlig x = -3.

3Hvis to funktioner er lig hinanden, sa skal
de veere lig hinanden for alle x, og ikke blot
for enkelte veerdier af x.

6 Differentialligninger

Eksempel 1.1 Her er givet ligningen
x*-5=x+7.
Er x = 1 en losning til ligningen? For at finde ud af det seettes x = 1 pa
ligningens venstre og hejre side:
Venstre side: 12 -5=1-5= -4
Hojre side: 1+7=8.
Da venstre og hejre side ikke giver samme tal, er x = 1 ikke en lgsning.

Er x = 4 en losning til ligningen? For at finde ud af det seettes x = 4 pa
ligningens venstre og hejre side:

Venstre side: 4% -5=16-5 = 11
Hojre side: 4 +7 =11.
Da venstre og hejre side giver samme tal, er x = 4 en lgsning.?
Hvis man skal afgere om en given funktion er lgsningen til en bestemt
differentialligning, gor man faktisk preecist det samme. Man seetter funk-

tionsudtrykket ind pa differentialligningens venstre og hejre side og ser
om det giver samme resultat.

Eksempel 1.2 Her undersgges om funktionen f(x) = e* + x + 1 er en
losning til differentialligningen

y =y-x.
Den venstre side af ligningen er y’. Seetter man udtrykket for f(x) ind pa
y’s plads, far man
y =fl(x)=e"+1+0=e"+1.
Den hgjre side af ligningen er y — x. Seetter man her f(x) ind, far man
y-x=f(x)-x=("+x+1)-x=e"+1.

Venstre og hgjre side er altsa lig hinanden for alle x,* dvs. den givne funktion
f er en lesning til differentialligningen.

Differentialligninger har aldrig kun én lesning. De har i virkeligheden
uendeligt mange. En enkelt losning som den der er fundet i eksempel 1.2,
kaldes en partikuleer losning. Differentialligningen

y=y-x,
har i virkeligheden alle funktioner af typen
fx)=ce*+x+1,

hvor c er en konstant, som lgsning. Dette kaldes den fuldstaendige lesning
til differentialligningen. Ved at preve efter kan man altsa veere heldig at
finde en partikuleer lesning, men man finder ikke den fuldsteendige losning
til ligningen.
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1.2 At gaette en losning

I nogle situationer kan man komme ud for at man ved hvilken type funktion
man leder efter som lgsning til en bestemt differentialligning. Enten fordi
man leder efter en funktion af en bestemt type, eller fordi differentiallig-
ningens form ger det oplagt at geette pa en bestemt type funktion som
lgsning.

I sadanne tilfeelde kan man bestemme en lgsning ved at indseette en funktion
af denne type i differentialligningen. Det demonstreres maske nemmest
vha. et eksempel:

Eksempel 1.3 En differentialligning er givet ved
y-2xy =0,

og man leder efter en potensfunktion der lgser ligningen. Dvs. man ved
allerede at losningen har formen

f(x) = bx*.

Detter indseetter man i differentialligningen, og man far

() - 25 f/(x) = 0

bx® - 2x - abx* ' =0

bx® - 2abx® =0
(b-2ab)x*=0.

I

Da lgsningen er en funktion, skal ligningen veere opfyldt for alle x. Dette
kan kun lade sig gore hvis koefficienten b — 2ab giver 0. Der ma derfor
geelde at

b-2ab=0 < b(1-2a)=0 <= b=0 v a=1.

Hvis b = 0, er funktionen ikke en potensfunktion, sa denne lgsning kas-
seres. Der ma derfor geelde at a = %, dvs. de potensfunktioner der laser
differentialligningen ovenfor, har formen

fx)=b-xt.

Som man kan se af eksemplet, finder man altsa lesningen ved at indszaette
en funktion pa den enskede form i differentialligningen og derefter serge
for at ligningen er sand for alle x.

At ligningen skal ga op for alle x, skyldes at der er tale om en differential-
ligning, dvs. lesningen er en funktion. Ligningen skal derfor ga op uanset
hvilken veerdi af x der indseettes i losningsfunktionen f(x). Losningen ma
altsa pa ingen made afheenge af bestemte veerdier af x.

Eksempel 1.4 Her leder man efter det andengradspolynomium som lgser
ligningen
y =y- 4x* - 1.



8 Differentialligninger
Hvis man ved at man leder efter et andengradspolynomium som lgsning,
sa har lgsningen formen

f(x)=ax’+bx+c.

Dette indszetter man i differentialligningen hvorved man far

(%) = f(x) - 4x* -1 =
2ax +b=ax?+bx+c-4x’ -1 =
2ax+b=(a-4)x*+bx+c-1 =

0=(a-4)x*+(b-2a)x+(c-1-D).

Denne ligning skal veere opfyldt for alle x, og det kan kun lade sig gore
hvis alle koefficienterne pé hejre side er 0, dvs. hvis

a-4=0, b-2a=0 og c-1-b=0.
Den forste af disse ligninger har lgsningen a = 4; den neeste giver sa
b-2-4=0 < b=38,
og den sidste giver
c-1-8=0 <= c¢=9.

Der findes altsa kun ét andengradspolynomium som lgser differentiallig-
ningen, nemlig
f(x) =4x* +8x+9.

1.3 Tangenter og haeldningsfelter

Grafen for en partikuleer lgsning til en differentialligning kaldes en Ios-
ningskurve. Selv om man ikke kender den fuldsteendige lasning til en diffe-
rentialligning, kan man alligevel sige noget om hvordan lesningerne ser
ud. Det er nemlig muligt at undersoge de forskellige losningskurver.

Differentialligningen giver sammenheengen mellem y’, y og x, dvs. man
kan for ethvert punkt i koordinatsystemet beregne y’ ud fra punktets
koordinater. Det betyder, at hvis man kender et punkt (xo, y5), som en
lesningskurve skal ga igennem, kan man beregne tangentheeldningen i
dette punkt - og derved ogsa tangentens ligning.

Eksempel 1.5 Differentialligningen
X £0
y==-, y#0,
y

har en lgsningskurve, der gar gennem punktet (6, 3). Tangenten til losnings-
kurven i dette punkt kan findes ud fra differentialligningen. Man seetter
blot koordinaterne xy = 6 og yp = 3 fra punktet ind i ligningen. Herved far
man ‘

/
=-=2.
Y =3

Tangenten i punktet (6, 3) har altsa heeldningen 2.
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Tangentens ligning kan nu findes ved at seette de kendte veerdier ind i
formlen for en ret linje gennem et punkt (y = a(x - xp) + yo), og man far

y=2(x-6)+3=2x-9. ()
Den lgsning til differentialligningen, hvis graf gar gennem (6, 3) har altsa
tangenten y = 2x — 9 i dette punkt. Xz o) (1,39
1 +
Hvis man har en differentialligning er det muligt at beregne tangenthzeld- | 1)
ningen til lesningskurven i ethvert punkt i koordinatsystemet. Herved kan 1

man beregne en masse sakaldte linjeelementer: /-(3 -2;2)

Definition 1.6

Hvis grafen for en funktion f gir gennem punktet (x, yp), og tangent-
heeldningen i dette punkt er a = f/(x), s& har grafen linjeelementet

alligningen y’ = 2.
(%0, y0; @) i dette punkt. gningen y’ = 7 O

Etlinjeelement (xo, yo; a) tegnes i et koordinatsystem som et lille linjestykke
med heldning a gennem punktet (xp, o). Dvs. et linjeelement tegnes som
et lille stykke af tangenten i punktet (x, yo).

Figur 1.1: Fire linjeelementer for differenti-

Eksempel 1.7 Her beregnes linjeelementerne for differentialligningen

)
r_ Y v,
y =— NN L L
X [N W U A VT Y I O Y B B A A A A A
TSN W U U VO W T T o Y A B B A A A A A
. sNNN NN NNV
i en reekke punkter. CNANANANNANNN N[V L s
\\\\\\\\\1\7/////////,
RN N N N N Y S | A A A A s
\\\\\\\ \\\//}///////4(1)
/////// 2/ VNSNS S S s s - =
3 B VA AR 1 N ERY SNANENENENENENN
.. SRy A N T U T N U N N S
(1,3) : y’=I=3 dvs. linjeelementet er (1, 3; 3) AR E N USRI
O A A A O T T O O U U
2 L A A A T T T U U U O O
(-2,2) : y’:—zz—l dvs. linjeelementet er (-2,2;-1) AR SRS TR NN
- L A T T T T O U O O
I R R R NN
-3,-2): y=—-=2=2 . linjeelementet er (-3, -2; 2 . . . :
(-3,-2) Y -3 3 dvs. linjeelementet er (-3, -2; 3) Figur 1.2: Heeldningsfeltet for differential-
.. _ 3y
-3 o ligningen y’ = 2.
(4,-3): y' = il —% dvs. linjeelementet er (4, -3; —%) *
)
Pa figur 1.1 ses de fire linjeelementer indtegnet i et koordinatsystem.
Hvis man beregner et linjeelement i alle punkter, finder man det, man
kalder et haeldningsfelt. Tegner man heeldningsfeltet kan man fa et indtryk 1
af, hvordan lesningskurverne forlgber. P4 figur 1.2 ses heeldningsfeltet for ‘ (1)
differentialligningen 1
yY
x B

og pa figur 1.3 ses heeldningsfeltet igen, denne gang med to lesningskurver

indtegnet.
Figur 1.3: Heeldningsfeltet for differential-

. . / _ 3y .
ligningen y’ = =* samt to af lasningskur-

verne. Q


https://www.geogebra.org/m/wxshmsps
https://www.geogebra.org/m/reuafvdk
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1.4 Ovelser

Qvelse 1.1
Undersgg om f(x) = % er en losning til differentiallig-
ningen
y/ + . 0.
x
Ovelse 1.2

Undersog i hvert af tilfeeldene nedenfor om den givne
funktion er lgsning til den givne differentialligning.

a) f(x)=2x+4x+e®* og y =2y-8x

dy

b) g(x) = sin(x) + x og T=y—x+l
x

c) hix)=x-e* og ¥y =e*+y

1 dy 9
d) k(x)=1+~ - -1 =0
) k(x) * 08 dx+(y )

Qvelse 1.3
Bestem den linezere funktion der er lesning til differen-
tialligningen y' = y - x.

Ovelse 1.4
Bestem det andengradspolynomium der er lgsning til
differentialligningen

y':y—3x2+2.

Ovelse 1.5
Bestem samtlige andengradspolynomier der er lgsning
til differentialligningen

3
3y’—x:—y.
x

QOvelse 1.6
Bestem de to linezere funktioner der er lgsninger til dif-
ferentialligningen

2 _ 1

x-y =y* - x I

Ovelse 1.7
En lesningskurve til differentialligningen

/

Yy o=—+2

x
y
gar gennem punktet (6, 3).

Bestem en ligning for tangenten til kurven i dette punkt.

Differentialligninger

QOvelse 1.8
Differentialligningen

har en lgsning hvis graf gar gennem punktet (1, 6).

Bestem en ligning for tangenten til grafen i dette punkt.

QOvelse 1.9
Bestem linjeelementerne for differentialligningen

y, _3-x
y
i de givne punkter:
a) (2,1) b) (7,2)
c) (-5,1) d) (0,-9)

Skitsér herefter linjeelementerne i et passende koordi-
natsystem.

Ovelse 1.10
Figuren herunder viser heeldningsfeltet for differential-
ligningen

y/_y_z
X
()
AT T N N B N | [ A A A A A
NNV NN [ /)77, ssrrre
NNNNNN\N\N /s
SN NN | ]/ /S s s
SSNNAN A |/ /S S — -
~~~>~x\\ ) S S — —
————~~\ |/
7777777 o ——————————-
————— NN ——————— — -
———— s/ AN NSNS —
A B BN N N
cos s/ VN NNNN S S S
o v 5 (D
I AN NN
277700 PV VVNNNN NN NN
27/ PV VYN NN N NN NN
/7707 TV VNN NN N NN N
VA2V N i B T T W N U N U N N N N
22w/ o S R T T U U U N N U N N N
VAvavayay | {1 T Y W W N W N N N N

a) Brug heeldningsfeltet til at geette nogle lasninger
til differentialligningen.

b) Underseg om geettene lgser ligningen.

c) Bestem uendeligt mange lgsninger til ligningen.



Losningsformler

Der findes ingen generel metode som kan anvendes til at lase enhver form
for differentialligning. Der er dog bestemte typer af differentialligninger
der dukker op i forbindelse med en lang reekke veekstmodeller, som man
kan udlede lgsningsformler for.

Det geelder bl.a. andet for differentialligningerne

Y =g (2.1)
y =ay

Y =b-ay

y' = ayM - y)

hvor a, b og M er konstanter, og g og h er funktioner. Ligningen (2.1) er
specielt simpel idet y slet ikke indgar i ligningen. Den kan derfor lgses blot
ved at bestemme en stamfunktion til g. De resterende ligninger gennemgas
i de folgende afsnit.

Hvordan ligningen (2.1) loses ses i dette eksempel:

Eksempel 2.1 Der er givet differentialligningen
y =2x+3.

Da man kender y” som funktion af x, kan man bestemme y som

y:/(2x+3)dx:x2+3x+c

hvor ¢ er en konstant.

Den fuldsteendige losning til ligningen er altsa givet ved funktionerne

f(x)=x*+3x+c.

Hvis man leder efter en partikuleer lesning, bliver man nedt til at kende
et punkt pa lesningskurven saledes at man kan bestemme veerdien af
konstanten c. Det vil altsa sige at de to spergsmal

»Find den lesning til differentialligningen y’ = 2x + 3, hvis
graf gar gennem punktet P(3, 7).«

og

11



Figur 2.1: Visualisering af differentiallig-
ningen y’ = ay.

'Husk at produktreglen siger at

(f-&=f-g+f g

12 Losningsformler

»Bestem den stamfunktion til f(x) = 2x + 3, hvis graf gar
gennem punktet P(3,7).«

faktisk gar ud pa det samme.

2.1 Eksponentiel vaekst
I dette afsnit ses pa differentialligningen

/
y =d4ay.

Denne ligning udtrykker at veeksthastigheden af en given sterrelse y er pro-
portional med starrelsen selv. Det vil altsa sige at hvis y f.eks. bliver dobbelt
sa stor, vokser den ogsa dobbelt sa hurtigt. Denne type differentialligning
kan bruges til at beskrive en masse feenomener, f.eks. populationsveekst og
radioaktivt henfald.[3, 4]

En made at visualisere dette pa kan ses pa figur 2.1. Her er y afsat ud ad
forsteaksen og y” ud ad andenaksen. Som det fremgér af figuren, bliver
veeksthastigheden y’ sterre og sterre jo sterre y bliver.

Det viser sig at denne differentialligning har en simpel losning der fremgar
af denne seetning:

Differentialligningen
y'=ay

hvor a er en konstant, har den fuldsteendige lesning
y=ce
hvor c er en vilkarlig konstant.

Bevis
Forst omskrives ligningen til
y-ay=0 <
y +(-a)y=0. (2.2)

a

Man ganger nu ligningen (2.2) med e™** pa begge sider hvorved man far

(y/ + (_a)y) e T o.e " o
y e +y-(-ae™)=0.
Ved at anvende produktreglen pa venstre side af denne ligning,! far man sa

(y-e™) =0.

a

Ud fra dette kan man konkludere at y - e™** er konstant, dvs.

—ax

y-e®=¢c < y=ce?”

hvor c er en konstant. ]
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I beviset ovenfor ganges ligningen (2.2) med e™** pa begge sider for at

kunne omskrive den ved hjelp af produktreglen. Ideen er at gange med en
funktion, saledes at venstresiden af (2.2) kan omskrives vha. produktreglen.
Ganger man en vilkarlig funktion g(x) pa venstresiden, far man

(V' +(-a)y) - gx) =y - glx) +y- (~a)g(x) .

Dette svarer til differentiationen af et produkt hvis blot man kan veelge g(x)
séddan at g’(x) = —a - g(x). Det viser sig at funktionen g(x) = e"** opfylder
dette krav.

Som man kan se af seetningen, forer denne type differentialligning i gvrigt
til eksponentiel veekst. De folgende eksempler viser hvordan man bruger
formlen i seetning 2.2.

Eksempel 2.3 Differentialligningen
y'=3y

har den fuldsteendige losning

3x

y=ce

Eksempel 2.4 Her bestemmes den lgsning f til differentialligningen

/

y =2y
der opfylder f(0) = 314.
Den fuldsteendige lasning til ligningen er givet ved
y=ce .
Idet funktionen f opfylder f(0) = 314, er
ce? =314 = ¢-1=314 < c=314.
Den sggte losning er altsa
f(x) = 31472
Eksempel 2.5 Her findes den lgsning f(¢) til differentialligningen
y' =5y
hvis graf gar gennem punktet (3, 7).
Den fuldsteendige lasning er givet ved
5t

y=ce

Konstanten ¢ beregnes ved at indszette punktet (3, 7) i denne ligning,

og derfor er lesningen



N

g\y

a

Figur 2.2: Veeksthastigheden som funktion
af y for differentialligningen y’ = b - ay.

2Man udnytter at

e

ax ,-ax
e =

ax-ax
€

=e"=1.

14 Losningsformler

2.2 Forskudt eksponentiel vaekst
I dette afsnit ses pa differentialligninger af typen

y'=b-ay

hvor a og b er konstanter. Pa figur 2.2 ses hvordan veeksthastigheden
afheenger af storrelsen pa y. Som det ses pa figuren, er veeksthastigheden
aftagende, og den bliver faktisk negativ nar y > %.

Det viser sig at lesningerne til denne ligning er forskudte eksponentielle
funktioner, dvs. eksponentielle funktioner der er parallelforskudt langs
andenaksen.

Differentialligningen
Yy =b-ay

hvor a og b er konstanter, har den fuldsteendige lesning

b

hvor c er en vilkarlig konstant.

Bevis

Idéen i dette bevis er den samme som i beviset for seetning 2.2. Man forseger
at finde en funktion som man kan gange ligningen med saddan at man kan
omskrive vha. produktreglen.

Ligningen omskrives derfor pé folgende made:
Y=b-ay
y +ay=»b

Nu viser det sig at hvis man ganger med e** pa begge sider, kan venstresiden
omskrives vha. produktreglen:

|

(y/+ay).eax:b.eax
y/‘eax_‘_y_aeax:b.eax

(y eax)’ —b.e™

0

Nu kan man tage det ubestemte integral pa begge sider; herved fas

1
y-e*=b-—e+c
a

hvor c er en integrationskonstant. Nu ganger man med e™

og far?

* pa begge sider

b
y‘eax'eax=<eax+c 'eax —
a
—ax
y=—+ce ™,
a

og seetningen er séledes bevist. ]
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Pa figur 2.3 ses graferne for nogle funktioner af typen f(x) = % +ce %X,

Som man kan se, vokser den ene op mod linjen y = S, mens den anden
aftager ned mod linjen. Afhaengig af veerdien af konstanten ¢ finder man
derfor en lgsning som vokser op mod en gvre graense eller aftager ned mod
en nedre greense.

Eksempel 2.7 Differentialligningen

Y =8-2y
har den generelle losning

2 2x

8 Zox _
y=§+ce =4+ce

Den losning til ligningen hvis graf gar gennem punktet (0, 1) kan findes
ved at seette disse koordinater ind i ligningen:

1=4+ce? < c=-3,

dvs. lesningen bliver
f(x) =4-3e% .

Grafen for denne lgsning vil vokse op mod den gvre greense y = 4.

Den lgsning hvis graf gar gennem (0, 9) opfylder derimod
9=4+ce? <= =5,

dvs. lgsningen bliver
g(x) = 4+5e7%",

og grafen for denne lgsning vil aftage mod den nedre greense y = 4.

2.3 Logistisk vaekst

Eksponentiel vaekst kan, som naevnt ovenfor, benyttes til at modellere
forskellige former for populationsveekst. Dog er der intet i den virkelige
verden der kan vokse ubegrenset idet enhver form for vaekst vil have
begreensede ressourcer.

Den belgiske matematiker Verhulst publicerede i 1838 en artikel, hvor han
beskrev folgende model som han havde faet bekrzeftet ved at analysere
statistikker for befolkningsvaekst:[2]

dp

T _ 2
4 - P np”

Der er her tale om sakaldt logistisk veekst. Differentialligningen
y =ayM-y), a>0,M>0, (2.3)

der er en omskrevet version af den ovenstaende, viser sig at fore til funk-
tioner der i begyndelsen vokser eksponentielt, men derefter neermer sig en
gvre greense givet ved konstanten M.

@

/ o))

Figur 2.3: Graferne for nogle funktioner af
typen f(x) = Z +ce ™,

y
e

Figur 2.4: Veeksthastigheden som funktion
af y for den logistiske differentialligning.
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P4 figur 2.4 ses y’ som funktion af y for den logistiske differentialligning
(2.3). Differentialligningens hejre side er et andengradspolynomium i y.
Ganger man ind i parentesen og bytter rundt pa leddene, far man nemlig

y = -ay* + aMy .
*Redderne i ay(M - y) er 0 og M, og forste-  Toppunktet for dette andengradspolynomium? ligger i y = %M . Grafen
koordinaten il toppunktet befinder sigmidt  yender grenene nedad da koefficienten til y? er —a, og a > 0. Dvs. vaekstha-
imellem rodderne. stigheden er storst nar y = %M . Samtidig kan man se at veeksthastigheden
er 0 nar y = 0 og nar y = M. Hvis der ingen individer er i populationen
eller populationen har sin maksimale storrelse M, sa er der altsa ingen
veekst.

Lesningen til ligningen (2.3) er givet i folgende seetning:

Den logistiske differentialligning

Y =ayM-y)
hvor a > 0 og M > 0 er konstanter, har den fuldsteendige lesning

M
1+ ceaMx

y
hvor c er en vilkarlig konstant.

Bevis
Differentialligningen omskrives ved at gange ind i parentesen:

Y =ayM-y) < ¥y =-ay*+aMy. (2.4)

Idet der indgér et -y pa hejre side, giver det mening at lede efter en
funktion y der opfylder y’ = -y?. Dette er opfyldt for y = 1. Denne
funktion kan dog ikke veere lgsningen idet der star mere pa hgjre side end
blot -y? s den skal modificeres lidt.

Man antager derfor at lesningen er givet ved y = % hvor z er en funktion
“Da z er en funktion af x, er der her taleom  af x. S& far man*

’
differentiation af en sammensat funktion: y/ _ ( 1 ) _ 1,

1 1 z

#19= () =z 7

Udtrykkene for y og y” som funktion af z kan nu settes ind i (2.4), og man
far

1, 1\2 1
——z=—a(7) +aM — =
z? z z

/
a-aMz .

z

Denne ligning kan lgses vha. seetning 2.6, og man far

-aMx i 0 -aMx

hvor ¢y er en konstant.
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Nu var z jo defineret ud fra y = %, dvs.
B 1
Y &+ ceTaMx

Forleenger man breken pa hejre side med M, kan dette omskrives til

_ M
Y= T4 ceratx
hvor ¢ = M¢, blot er en ny vilkarlig konstant. [

Losningerne til ligningen y’ = ay(M - y) er altsa funktioner af typen
_ M
Y S Tt ceadlx
Pa figur 2.5 ses to eksempler pa hvordan graferne for sddanne funktioner
ser ud. Hvis konstanten ¢ > 0, er grafen en karakteristisk s-formet kurve,

som vokser op mod linjen y = M. Er ¢ < 0, aftager grafen derimod ned
mod denne linje.

Eksempel 2.9 Differentialligningen

y =0,3(820 - y)

kan lgses vha. setning 2.8. I ligningen er a = 0,3 og M = 820, dvs. den
fuldsteendige losning til differentialligningen er

820 820

y= = .
1+ ce-03820x 1 4 ce-246x

Eksempel 2.10 Storrelsen af en population N opfylder differentiallignin-
gen

dN
7 = 0:0001N (14000 - N)

hvor N er antal individer, og tiden ¢ males i degn. Til tiden t = 0 er
populationens sterrelse N = 2000.

Differentialligningen har den fuldsteendige lgsning

14000 14000

N(#) = 1+ ce-0000114000f 1 4 ce L4

Konstanten ¢ kan nu bestemmes ud fra oplysningen om at N(0) = 2000,

dvs.
14000

1+ ce 140

Populationens starrelse kan alts& beskrives ved funktionen

= 2000 = c=6.

14000

N(t)= ———— .
® 1+ 6e 14!

Den logistiske differentialligning forekommer ogsa af og til pa formen

¥ = y(b-ay).

Denne form svarer fuldsteendigt til formen (2.3) hvor b = aM. Derfor geelder
folgende seetning, som ikke bevises:

(2)

Figur 2.5: Grafer for logistisk veekst.

1)
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Differentialligningen

Losningsformler

y' = y(b-ay)

hvor a > 0 og b > 0 er konstanter, har den fuldsteendige lesning

hvor c er en vilkarlig konstant.

2.4 Ovelser

Qvelse 2.1
Bestem den fuldsteendige losning til differentiallignin-

gen
’

Yy =4y.

Bestem herefter den losning hvis graf gar gennem punk-
tet (0, 13).

Qvelse 2.2
Bestem de lgsninger til de givne differentialligninger
hvis grafer gar gennem det givne punkt:

a) ¥ =3y og (0,5)
b) y’ =-5y og (4,2)
c) ¥y =2y og (3,1)

Ovelse 2.3
Bestem den fuldsteendige losning til differentiallignin-
gerne

dy
/=12-3 b) == +4y=38
a) y y ) 4ty

Ovelse 2.4
Bestem de lgsninger til de givne differentialligninger
hvis grafer gar gennem det givne punkt:

a) y'=6-3y og (0,7)
b) ¥ =1-5y og (10,6)

c) ¥y +2y=10 og (1,9)

Ovelse 2.5

Funktionen f(t) hvor tiden ¢ males i minutter, beskriver
temperaturen (i °C) af en kop kaffe. Funktionen f er en
lgsning til differentialligningen

y =0,6-0,03y.
Kaffen har en temperatur pa 90°C til tiden ¢ = 0.

a) Bestem en forskrift for f(¢).
b) Hvor varm er kaffen efter 30 min?

¢) Hvad er omgivelsernes temperatur?

Dvelse 2.6
Bestem den fuldsteendige losning til differentiallignin-
gen

Y =2y3-y),

Ovelse 2.7

En population af freer i en sg vokser séledes at antallet
N(t) (hvor tiden ¢ males i ar) af froer er en losning til
differentialligningen

N’ = N(1,3 - 0,005N) .
Til tiden ¢ = 0 er der 25 froer i sgen.

a) Bestem en forskrift for funktionen N(¢).
b) Hvor mange freer er der i sgen efter 2 ar?
c) Hvad er det maksimale antal freer i populationen?

d) Hvor mange freer er der i populationen nar den
vokser hurtigst?



Lineare forsteordens
differentialligninger

En differentialligning af formen

Y +g(x)y = h(x) (3.1)

kaldes en linezr forsteordens differentialligning. Hvis funktionen h(x) = 0,
kaldes differentialligningen homogen; i sadanne tilfeelde er det lettest at
lgse ligningen ved separation af variable — denne metode gennemgas i
sidste afsnit i dette kapitel.

Hvis derimod h(x) ikke konstant er 0, s& kaldes ligningen en inhomogen
linezer forsteordens differentialligning. Ligningerne

y=ay og Yy =b-ay

som er blevet behandlet ovenfor, er af denne form. Her er funktionerne
g(x) og h(x) konstante hvilket gor ligningen nemmere at lase.

Det viser sig dog at man kan udlede en generel losningsformel som passer
pa enhver ligning af formen (3.1).

3.1 Panserformlen

Den folgende seetning giver en generel lesningsformel til linesere, forsteor-
dens differentialligninger.

Den linezere, forsteordens differentialligning

y +g(x)y = h(x)

har den generelle losning

y= e_G(x)/h(x)eG(x) dx

hvor G er en stamfunktion til g.

Bevis
Hvis G(x) er en stamfunktion til g(x), sa er

(eG(x>)’ = €90 . G/ (x) = e . g(x) .

19



'Idet, det lige er vist, at

eG(x) .

g(x) = (e

G(x))' ]

20 Linezere forsteordens differentialligninger

Ganger man nu med e%®) pa begge sider af differentialligningen, far man
(' +8(0)y) - e = h(x)- e =
y’ o0 4 y- 0 g(x) = h(x)eG(x) - 1
Y e 4y (eG(X))’ = h(x) e .
Ligningens venstre side kan nu omskrives vha. produktreglen, og man far

(ye%®)" = h(x)e® -
yeG(x) = /h(x)eG(x) dx =

1 X
Y= 6w / h(x)edx =

y =e W /h(x)eG(x) dx .

Hermed er szetningen bevist. ]

Formlen i seetning 3.1 kaldes panserformlen. Det er en lgsningsformel der
kan bruges pa et veeld af forskellige differentialligninger. Der er dog det
problem at det integral der indgar i formlen, ikke altid kan lgses - og sa er
man jo lige vidt. I nogle tilfeelde kan det dog lade sig gore hvilket fremgar
af folgende eksempler:

Eksempel 3.2 Differentialligningen
y +2xy=-6x
kan lgses vha. panserformlen. Her er
gx)=2x, G(x)=x* og h(x)=-6x.

Indseettes det i formlen, far man

y= e /—6x e dx

e (—Sex2 + c) =3+ce™ .
Eksempel 3.3 I differentialligningen
y" + cos(x) y = 4 cos(x)

er
g(x) = cos(x), G(x)=sin(x) og h(x)=4cos(x).

Inds=ttes det i formlen, far man
y = e s /4cos(x) e dx
_ e—sin(x) (4esin(x) i C) =4+ Ce—sin(x) ]
Hvis man vil finde den lgsningskurve der gar gennem punktet (0, 6), ind-
setter man punktets koordinater i ligningen og far
6=4+ce 0 o -2,
dvs. den partikuleere lasning hvis graf gar gennem (0, 6), er

f(x) 4+ ze—sin(x) )
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3.2 Separation af variable

Visse typer af differentialligninger viser sig at kunne lgses vha. en teknik
der kaldes separation af variable. Navnet henviser til at man lgser differen-
tialligningen ved at separere den uatheengige og den atheengige variabel
saledes at disse star pa hver sin side af ligningen.

Eksempel 3.4 Hvis man vil lgse differentialligningen

y =Xy,
gor man folgende:

Forst skrives differentialligningen op pa formen

dy
a—xy.

Derneest isolerer man alle led med y pa venstre side og alle led med x pa
hgjre side,

1
—dy =xdx.
y

Til sidst integrerer man pa begge sider?

1
/dy:/xdx =
y

Losningen til differentialligningen findes da ved at isolere y

In(y) = %xz + k.

21k ke%xZ

1 1,2
y=e""=e =cez* .

Den fuldsteendige losning til differentialligningen er altsa f(x) = cez*,

hvor ¢ er en konstant (som er lig med e*).

Der er flere problemer i eksempel 3.4 ovenfor. Det storste problem er at
man regner med %’ som om det var en almindelig brek.’ For at kunne argu-
mentere for metoden bliver man derfor nedt til at ga lidt mere matematisk
til veerks.

Differentialligningen i eksempel 3.4 er et specialtilfzelde af ligningen*

¥ = g(x) h(y).

Hvis de to funktioner g og h opferer sig tilstreekkeligt peent,® sa geelder
folgende seetning,

Losningen til differentialligningen

¥ = g(x) h(y)

er ogsa lesning til ligningen

/h(ly)dy=/g(x)dx.

?Det er kun nedvendigt at tilfgje en integra-
tionskonstant k pa den ene side nar man ud-
forer integrationen, idet man altid vil kunne
samle konstanter der er lagt til, pa den ene
side af ligningen.

*1 virkeligheden er g—ﬁ jo en anden made at
skrive y” pa. Det er altsa et samlet symbol
og ikke en brek.

T eksempel 3.4 er g(x) = x og h(y) = y.

>De to funktioner skal veere kontinuerte, og
h(y) # 0.
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Bevis
Man kan omskrive ligningen pa felgende made

y =gx)hy) e
1

) y' = g(x) =

Nu integrerer man mht. x pa begge sider

/h(ly)y’dx=/g(x)dx

SHusk at Den venstre side af denne ligning svarer til integration med substitution,®
sa ligningen kan omskrives til
[ ey -geax- [ s@rae.
1
——dy-= / (x)dx .
/ R
Hermed er szetningen bevist. ]

Her folger til sidst et par eksempler pa hvordan man bruger seetning 3.5.

Eksempel 3.6 For at lose differentialligningen

anvendes setning 3.5.

Det ses at
gx)=e*  og  h(y) =)

Losningen til differentialligningen er derfor ogsa lgsning til

1 X
/yzdy=/e dx .

Nu integrerer man pa begge sider og laser ligningen,

——=e*+k =

1
eX+k’

1
eX+k”

Losningen til differentialligningen er derfor f(x) = -

Eksempel 3.7 Her findes den lgsning til differentialligningen

y = Jx
hvis graf gar gennem punktet (0, 7).

Ligningen omskrives forst til y = f - y. Heraf kan man se at g(x) = %

og h(y) = y, dvs.
/ dy = /dx =



3.3 Ovelser

In(y) = 2Jx + k =
y = 2k -
y=ef e?Vx =
y = ce?V*
hvor ¢ = e er en konstant.

Da grafen for lgsningen skal ga gennem (0; 7) er

240 _

7=ce =c-1=c,

dvs. den sggte lgsning er f(x) = 7e2V*.

23

3.3 Ovelser

Ovelse 3.1
Bestem den fuldsteendige losning til differentiallignin-
gen

y/ +2y = e3x .

Ovelse 3.2
Bestem den fuldsteendige lesning til ligningen

xy'=y+2x3.

Dvelse 3.3
Bestem den lgsning til differentialligningen

y’ - sin(x)y = 3 sin(x)
hvis graf gar gennem (0, 1).

Ovelse 3.4
Bestem den fuldsteendige losning til differentiallignin-
gen

x? y/ +xy=-2.

Ovelse 3.5
Los differentialligningen y” - y = xe*.

Ovelse 3.6
Bestem en forskrift for den funktion f der er en lgsning
til differentialligningen

/+3 _
YT R

og hvor f(1) = 2.

Ovelse 3.7
Bestem lesningen til differentialligningen

y' =3x%e™V .

Bestem herefter den lgsning hvis graf gar gennem (0; 4).

Ovelse 3.8 d
Bestem den fuldsteendige lesning til Y_Y
dx x
Ovelse 3.9
Bestem den lgsning til differentialligningen
, x-1
y = —
y

hvis graf gar gennem punktet (0; 1).

Ovelse 3.10
Bestem alle lgsningerne til ligningen

=x.

Ovelse 3.11

Bestem den partikuleere lgsning til
dy 2x+y
dx €

som gar gennem (0; 0).

Ovelse 3.12
Bestem den fuldsteendige losning til

’ Xy

x2+1°







Numerisk lesning af
differentialligninger

I de foregaende to kapitler blev der gennemgaet losningsformler til en
reekke forskellige typer af differentialligninger. Dog er det ikke alle dif-
ferentialligninger der kan loses analytisk. I de tilfzelde hvor man har en
differentialligning der ikke direkte kan lgses, kan man i stedet lose den
ved at benytte numeriske metoder til at regne sig frem til en tilnesermet
lesningskurve.

Idéen bag de metoder der preesenteres i dette kapitel, bestar i at regne sig
frem fra ét punkt pa en lgsningskurve til det neeste vha. heeldningen af
sekanten mellem disse to punkter. Har man en differentialligning, kan man
dog kun beregne tangentheeldningen i et givet punkt, og man forseger
derfor at beregne en tilneermelse til sekantheeldningen ud fra denne.

Figur 4.1 viser en lgsningskurve til en differentialligning samt to punkter
pa kurven. Sekantheeldningen mellem de to punkter (xp, yo) og (x1, ¥1) pa

kurven er
1=

X1 = Xo

S

Omskriver man denne ligning, far man
Yi=Yo+asAx,

eller mere generelt
J/I = yO + ds - Ax (41)

hvor Ax = x; — x er afstanden mellem x-veerdierne. Man kan altsa beregne
y-veerdien i punktet (x7, y1) ud fra punktet (xo, y) hvis man kender sekant-
heeldningen a;. Hvis man har en differentialligning der kan skrives pa den
generelle form

vy =gx,y)

sa er det muligt at beregne tangentheldningen i punktet (xy, o). Men som
figuren viser, er heeldningen af tangenten og sekanten ikke det samme.

Ideen i metoderne nedenfor er at bestemme en tilneermet veerdi til sekant-
heeldningen i (xp, yo) sddan at man kan bruge ligning (4.1) til at regne sig
frem til et punkt (xy, y;) hvor yi er en tilnsermet veerdi til den rigtige y-
veerdi i punktet (x;, y1) pa grafen. Ud fra punktet (xy, y;) kan man derefter
beregne en veerdi for sekantheeldningen i (x1, y7) s& man kan regne sig frem
til det neeste punkt (xz, y3), osv.

25

(15 31)

Yo +
(05 Y0)

1

t t
Xo X1

Figur 4.1: To punkter pa en lesningskurve
samt tangenten i det ene punkt.
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Generelt kan metoden altsa udtrykkes vha. formlen
Vne1 = Yo + s - Dx (4.2)

som udtrykker at man kan finde et estimat for en y-veerdi hvis man kender
den foregaende y-veerdi og har en metode til at beregne en veerdi for
sekantheeldningen a;. En sadan formel hvor man beregner en veerdi pa
baggrund af den foregaende, kaldes en rekursionsformel.

4.1 Eulers metode

Som nzevnt ovenfor er tangentheeldningen i et punkt og den enskede
sekantheeldning ikke det samme. Men kigger man pa figur 4.1, kan man
dog se at forskellen pa de to heeldninger bliver mindre, jo teettere xy og x;
er pa hinanden.

Huvis differentialligningen kan skrives som y’ = g(x, y), sa er tangentheeld-
ningen i punktet (xy, yo) givet ved g(xo, yo) Er Ax = x1 — xy meget lille, kan
man altsa ud fra ligningen (4.1) argumentere for at

yI =Yt g(xO, ) - Ax

er en god tilnsermelse til den rigtige y-veerdi i punktet (xy, y1).

Ud fra dette argument folger rekursionsformlen
Xn+1 = Xp + Ax, y;n-l = y;; + g(%n, y;) - Ax

som kaldes Eulers metode.[1] Fremgangsmaden kan illustreres med et ek-
sempel.

Eksempel 4.1 I dette eksempel bestemmes den lgsningskurve til differen-
tialligningen
y'=03-y

der gar gennem punktet (0, 5). Ligningen kan leses analytisk dvs. man kan
sammenligne den eksakte losning med den tilnsermede losning man far vha.
Eulers metode. Den eksakte lgsning til ligningen er givet ved funktionen
f(x) =5 -e%*.

I differentialligningen y’ = 0,3 - y er funktionen g som er nzevnt ovenfor,
givet ved

g(x,y)=03-y.

Fulers metode bliver s i dette tilfaelde

Xn+1 = X + Ax, y:1+1 :y;+0’3'y:z'Ax'
——
&(%n,y7)

Metoden virker bedst nar skridtleengden Ax mellem x-veerdierne er lille.
Her veelges Ax = 0,2. Sa har man

X =0, Yo=05



4.2 Heuns metode 27

x1=0+02=02, ¥i=5+03-5-02=53

——— ~~ e——
Xo+Ax Yo 0,3-y0-Ax
x =0,2+02=04, y; =53+0,3-53-0,2=5,618
—_—— —— N
x1+Ax b2t 0,3-y;-Ax
x3=0,4+0,2=0,6, Y5 =5,618+0,3-5,618-0,2 = 5,955 .
— —_—— e
xp+Ax V5 0,3-y5-Ax

Forseetter man disse udregninger, far man tallene i tabel 4.2. Som man
kan se af tabellen er de tilneermede y-veerdier y* meget teet pa de sande
y-veerdier beregnet vha. funktionen f(x).

Den eksakte losning og den tilnseermede kan ogsa ses atbildet pa figur 4.3.
Her ses det at den tilneermede lgsning ligger teet pa den eksakte. Afvigelsen
mellem de to kan geres mindre ved at gore Ax mindre.

Eksempel 4.2 I dette eksempel bestemmes en tilnsermet lgsning til en
differentialligning der ikke kan lgses analytisk. Ligningen

y' = Jx +sin(y)

har en lgsningskurve der gar gennem punktet (1, 2). Det er ikke muligt at
bestemme den eksakte lgsning til ligningen, men man kan bestemme en
tilneermet lesningskurve vha. Eulers metode.

Funktionen g(x, y) er givet ved
g(x,y) = Jx +sin(y) ,
sa Eulers metode bliver
Vie1 = Yo + (Jx +sin(y)) - Ax .

Xn+1 = Xn s

Veelger man Ax = 0,1, far man

x=1, Yo =2

x =11, yi =2+ (V1 +sin(2)) - 0,1 = 2,196

x =12, vy = 2,196 + (4/1,1 + sin(2,196)) - 0,1 = 2,386
x =13, y; = 2,386 + (4/1,2 + sin(2,386)) - 0,1 = 2,569
x =14, v = 2,196 + (41,3 + sin(2,569)) - 0,1 = 2,742

Da man skal foretage den samme udregning rigtigt mange gange, kan
man med fordel anvende et regneark til at beregne punkterne (x,, y}).
Losningskurven for de forste 50 punkter beregnet vha. metoden kan ses pa
figur 4.4.

4.2 Heuns metode

Eulers metode er udmeerket til hurtigt at bestemme tilnsermede losnings-
kurver, men dens preecision er ikke specielt god. Pa figur 4.3 ligger den
tilnseermede lesningskurve under grafen. Dette skyldes at grafen for funk-
tionen f(x) krummer opad. Anvender man tangentheeldningen i et punkt til
at estimere sekantheldningen, vil man derfor altid fa en lidt for lav veerdi.

Tabel 4.2: Tilneermede og sande y-veerdier
for differentialligningen y” = 0,3 - y.

x Yy fx)
0 5 5

02 53 5309
04 5618 5,637
0,6 50955 50986
0,8 6312 6356
1 6,691 6,749
1,2 7,093 7,167
14 7,518 7,610
1,6 7,969 8,080
1,8 8,447 8,580
2 8,954 9,111

)

1 1 1 1 — (1)
04 08 12 16 2

Figur 4.3: Losningskurven til differential-
ligningen y” = 0,3 - y samt den tilneermede
lesning fundet vha. Eulers metode.

@)

10 +

1)

Figur 4.4: Tilneermet lgsningskurve til dif-
ferentialligningen y’ = /x + sin(y).



Tabel 4.5: Tilneermede og sande y-veerdier
for differentialligningen y” = 0,3-y beregnet

vha. Heuns metode.

x Yy fx)
0 5 5

0,2 5309 5309
04 5637 5637
0,6 50985 50986
0,8 6355 6,356
1 6,748 6,749
1,2 7,065 7,167
14 7,608 7,610
1,6 8,078 8,080
1,8 8,577 8,580
2 9,107 9,111
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I Heuns metode forsgger man at rette op pa dette ved ogsa at se pa tan-
gentheeldningen i det felgende punkt pa grafen. Nar man skal beregne
en tilneermet veerdi for sekantheeldningen fra (x,, y,) til (xp+1, Yn+1), ind-
drager man tangentheeldningen i begge punkter. Problemet er nu at man
ikke kender punktet (x,+1, yu+1) idet dette jo skal beregnes ud fra punktet

(%n, Yn)-
Man beregner derfor forst tangenthaeldningen i punktet (x,, y},), og derefter
laver man et forelgbigt estimat for (x,+1, y»+1) vha. Eulers metode hvoref-

ter man bestemmer tangentheeldningen i dette punkt vha. funktionen g.
Herefter tager man gennemsnittet af de to tangentheeldninger.

Man beregner altsa tangenthzeldningen k; i punktet (x,, y;) og tangent-
heeldningen k; i punktet (xp.1, y;, + k1 - Ax) der er et estimat for det neeste
punkt pa grafen.[1]

ki = g(xn, yp)
ky = g(xps1, y, + k1 - Ax) .

Herefter anvender man gennemsnittet af disse to heeldninger som sekant-
heeldningen i ligningen (4.2),

Vi1 = Vo + %(kl + k) Ax .

Eksempel 4.3 Her anvendes metoden pa den samme differentialligning
som i eksempel 4.1. Differentialligningen er

y'=03-y,
og lesningskurven gar gennem (0, 5). Der anvendes samme skridtleengde

som for, nemlig Ax = 0,2.

Det forste punkt pa kurven er (0, 5). Man beregner sa

k;=03-5=15
N —’
0,3-y0

kp=03-(5+15-0,2) =1,59.

0,3-(yo+k1-Ax)

Herefter er
yi = S5+ 1(1,5+1,59) - 0,2 = 5,309 .

N

Yo 1
E(kﬁkz)-Ax

Det neeste punkt pa lgsningskurven er sa (0.2, 5.309).

Man kan nu beregne det neeste punkt pa lgsningskurven vha. samme
metode, osv. osv. Igen er det praktisk at anvende et regneark da man skal
foretage mange beregninger af samme type. Tabel 4.5 viser nogle af de
forste beregnede punkter pa lesningskurven. Sammenligner man denne
tabel med tabel 4.2, bliver det tydeligt at Heuns metode er veesentligt mere
preecis end Eulers.
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4.3 Fjerdeordens Runge-Kutta

Bade Heuns og Eulers metode kan gores mere preecise ved at formindske
skridtleengden Ax. Ger man det, skal man dog lave mange flere beregnin-
ger. Ideelt set vil man gerne have en metode der giver temmeligt preecise
resultater for relativt store veerdier af Ax. En metode der anvendes i rigtigt
mange CAS-veerktejer nar man leser differentialligninger numerisk, er den
sakaldte fjerdeordens Runge-Kutta-metode.

I denne metode giver man et estimat for sekantheeldningen i et punkt bade
ud fra tangentheeldningen i start- og slutpunktet (som i Heuns metode),
men ogsa ud fra det estimerede midtpunkt. Metoden kan udtrykkes ved
disse ligninger:[1]

ki = g(%n, y)

ky = g(x, + %Ax, Yo+ ky - %Ax)
ks = g(x, + %Ax, Yo+ ky - %Ax)
ky = g(x, + Ax, y,, + ks - Ax)

og
Vor1 = Vo + é(kl + 2ky + 2ks + ky) - Ax .

Her er k; tangentheeldningen i startpunktet (x,, y;). Tallet k, er tangent-
heeldningen i midtpunktet, estimeret vha. heeldningen k;. Tallet k5 er tan-
gentheeldningen i midtpunktet, estimeret vha. heeldningen k,. Og k4 er
tangentheeldningen i slutpunktet, estimeret vha. heeldningen ks. Et estimat
for tangentheeldningen mellem start- og slutpunkterne fas til sidst som et
veegtet gennemsnit

%(kl + 2k2 + 2k3 + k4)
af de fire konstanter.

Teorien bag metoden er ret kompliceret, men den er meget mere preecis
end de to tidligere neevnte metoder. Hvis man f.eks. beregner tabel 4.5 vha.
denne metode frem for Heuns metode, vil de estimerede veerdier veere lig
med de eksakte veerdier med 5 decimalers praecision.!

'Hvis man ser bort fra den sidste raekke i
tabellen er de faktisk lig med hinanden med
6 decimalers preecision.

4.4 Ovelser

Ovelse 4.1 Ovelse 4.2
Der er givet differentialligningen Der er givet samme differentialligning som i gvelse 4.1.
En lgsningskurve til denne ligning gar gennem punktet
y =2x-y. (0,3)
a) Opstil en rekursionsformel til at lose denne diffe- a) Brug Eulers metode med en skridtleengde pa
rentialligning vha. Eulers metode. Ax = 0,2 til at beregne de tre naeste punkter pa

lgsningskurven.
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Ovelse 4.3 Ovelse 4.4
Der er givet differentialligningen Der er givet en differentialligning

Y =8-2y, Y =03y(4-y)

og punktet (0, 1) ligger pé lesningskurven. og et begyndelsespunkt (0, 1).
a) Bestem den eksakte lesning til ligningen, og tegn

grafen for denne a) Brug Eulers metode med en skridtlengde pa Ax =

0,2 til at bestemme lgsningskurven i intervallet

b) Anvend en skridtleengde pa Ax = 0,2, og brug et 0=x=<3.
regneark til at bestemme punkter pa lgsningskur-
ven vha. Eulers metode for 0 < x < 2. b) Bestem den sterste afvigelse af de estimerede veer-
dier fra de korrekte.

¢) Indtegn punkterne i samme koordinatsystem som

grafen fra a). Seet nu Ax = 0,1, og beregn igen punkterne pa lgsnings-

d) Hvor stor er den storste afvigelse de eksakte y- Kurven.
veerdier, og de y-veerdier der er beregnet vha. Fu-
lers metode? c) Bestem den storste afvigelse af de estimerede veer-
dier fra de korrekte.
Seet nu Ax = 0,1.

d) Hvor mange gange er den sterste afvigelse blevet
e) Hvor stor bliver den sterste afvigelse nu? mindre ved at halvere skridtlengden?



Opstilling af
differentialligninger

I dette kapitel gennemgas nogle eksempler pa hvordan man kan opstille
differentialligninger ud fra en sproglig beskrivelse.

Eksempel 5.1 En population vokser saledes at veeksthastigheden er pro-
portional med populationens sterrelse. Proportionalitetskonstanten er
0,003 degn™'.

Kalder man populationen for N er veeksthastigheden N’. Beskrivelsen
af veeksten siger alts& at N’ er proportional med N, dvs. N’ = kN. Pro-
portionalitetskonstanten k er kendt, dvs. beskrivelsen kan oversettes til
differentialligningen

N’ =0,003N .

Eksempel 5.2 En teendt vandhane fylder et badekar. Der lober vand ned i
karret med en hastighed pa 0,5 L/s. Bundproppen er dog uteet, sa der laber
vand ud af karret med en hastighed der er proportional med meengden af
vand i karret. Proportionalitetskonstanten er 0,001 s™?.

Hvis denne beskrivelse skal overseettes til en differentialligning, skal man
opstille en ligning for veeksthastigheden. Kalder man meengden af vand i
badekarret for v, kan man se at veeksthastigheden ¢’ er differensen af det
vand der lober ind i karret, og det vand der lgber ud. Vandet lober ind med
en hastighed pa 0,5 L/s. Det lober ud med en hastighed der er proportional
med mengden af vand, dvs. v. Altsa leber der vand ud med en hastighed
pa 0,001v.

Seetter man dette sammen, nar man frem til felgende differentialligning
v’ =0,5-0,001v

hvor 0,5 altsa beskriver den konstante tilstremning af vand, og leddet
0,001v beskriver den maengde vand der leber ud af karret pr. sekund.

Eksempel 5.3 I en model er antallet N af individer i en population en
funktion af tiden t (mélt i degn). Veeksthastigheden af N til tiden t er
proportional med produktet af antallet af individer og forskellen pa 1300
og antallet af individer. Veeksthastigheden er 15 individer pr. degn nar der
er 300 individer i populationen.

I beskrivelsen dukker disse sterrelse op:
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« Veksthastigheden, dvs. N,
- antallet af individer, dvs. N, og

« forskellen péa 1300 og antallet af individer, dvs. 1300 - N.

Vaeksthastigheden N’ er proportional med produktet af de sidste to sterrel-
ser, dvs. N’ er proportional med N - (1300 — N). Altsa geelder der

N’ = kN (1300 - N)

hvor k er en proportionalitetskonstant.

Sterrelsen af k kan bestemmes ud fra den sidste oplysning i beskrivelsen.
Her star nemlig, at N’ = 15, nar N = 300. Indseettes dette i ligningen, far
man

15 = k - 300 - (1300 — 300) = k = 0,00005 .

Altsa kan beskrivelsen overseettes til differentialligningen

N’ = 0,00005N (3200 - N) .

5.1 Ovelser

Ovelse 5.1

Ovelse 5.2

I en model for andelen af kulstof-14 i dedt organisk ma- Antallet af individer i en population N er en funktion
teriale er hastigheden kulstof-14-andelen aftager med af tiden ¢ (malt i ar). Veeksthastigheden for antallet af
proportional med andelen af kulstof-14 (malt i procent). individer er proportional med produktet af N og forskel-

Til tiden ¢ = 0 er andelen 100%, og proportionalitetskon-

stanten er —0,00012.

Opstil en differentialligningen der beskriver udviklingen

len mellem 7200 og N. Proportionalitetskonstanten er
0,0021.

Opstil en differentialligning som N opfylder.

af andelen af kulstof-14 i dedt organisk materiale.
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