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Gnidningskreefter

En af de ting, man ofte udelader af simple fysiske modeller, er gnid-
ningskreaefter. Det kan vaere gnidning mod et underlag eller luftmod-
stand i et frit fald.

Disse kraefter kan sagtens beskrives; man udelader dem dog ofte,
idet deres bidrag i mange situationer er meget sma, og modellerne
ellers bliver temmeligt komplicerede. Man kan dog ikke udelade gnid-
ningskraefter fra modellerne i alle tilfeelde, sa her fglger en beskrivelse
af disse kreefter.

1-1 Coulombs gnidningslov

Ifglge Newtons farste lov vil en genstand, der ikke er pavirket af en
kraft, ligge stille eller bevaege sig ad en ret linje med konstant hastig-
hed. Lader man nu f.eks. en genstand glide hen ad et bord, er det dog
tydeligt, at genstanden ikke bevaeger sig ligeud i det uendelige. At
genstanden bremses skyldes gnidning mod underlaget.

Denne gnidningskraft athaenger af materialernes beskaffenhed,
f.eks. er gnidningskraften stor mellem gummi og asfalt, mens den er
lille mellem metal og is.

Gnidningskraften pa en genstand er proportional med normal-
kraften. Normalkraften er en reaktionskraft, der star vinkelret pa
underlaget. En genstand, der bliver presset ned mod et underlag af
tyngdekraften, vil ifslge Newtons tredje lov blive pavirket af en reak-
tionskraft, der peger den anden vej, se figur 1.1.

[

'

(a) Her er Fy = Fg. (b) Her er F, = Fy 0.

Figur 1.1: For en genstand, der ligger
vandret, er normalkraften lige sa stor
som tyngdekraften.

For en genstand pa et skraplan er normal-
kraften lige sa stor som den komposant
af tyngdekraften F} o, der stér vinkelret
pa skréaplanet.



Tabel 1.2: Nogle veerdier for gnidnings-
koefficienten.

u
stal mod is 0,02
tree mod trae 0,2-0,7
glas mod glas 0,4
gummi mod beton 1

Figur 1.3: En klods, der bevaeger sig pa
et skraplan, er pavirket af tyngdekraften,
normalkraften og gnidningskraften.
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Gnidningskraften, som en genstand udseettes for er proportional
med normalkraften. Denne sammenhang kaldes Coulombs gnidnings-
lov:

Coulombs gnidningslov

Fg:HFn. (1-1)

Proportionalitetskonstanten u kaldes gnidningskoefficienten. En
oversigt over forskellige gnidningskoefficienter kan ses i tabel 1.2.

Nar man taler om gnidning er der i virkeligheden to tilfaelde at
tage hensyn til. I det dynamiske tilfeelde har man, at hvis en genstand
er i bevaegelse, sa er gnidningskraften givet ved

Fg:“/ana

hvor u4 er den dynamiske gnidningskoefficient. Vaerdierne i tabel 1.2
er alle dynamiske gnidningskoefficienter.

Det statiske tilfeelde er, hvor genstanden ligger stille. I den situation,
skal genstanden pavirkes af en kraft med stgrrelsen

F = usFy,

for den begynder at beveege sig. us kaldes den statiske gnidningskoeffi-
cent. Som regel er s > g, dvs. det kraever en mindre kraft at holde en
genstand i bevaegelse, end det kraever at seette bevaegelsen i gang.

1-2 Bevsaegelse pa et skraplan

Som eksempel kan man se pa bevaegelsen af en klods pa et skraplan,
der danner vinklen 6 med vandret (se figur 1.3). Tyngdekraften kan
deles op i to komposanter: Fy 1, som er parallel med skraplanet, og F\ o,
som er vinkelret pa skraplanet. En geometrisk analyse af figuren giver,
at

Fi1="Fsin(0) og Fio=Fyicos(0).

Heraf fglger fra Coulombs gnidningslov, at
Fg=uF, = uFyo = uFcos(9).

Den resulterende kraft pa klodsen er parallel med skraplanet, og dens
starrelse er givet ved forskellen pa tyngdekraftens komposant parallelt
med skraplanet fratrukket gnidningskraften, altsa

Fres :Ft,l_Fg
= Fysin(0) — uFycos(6) .

Dvs.

Fres = Fy (sin(0) — pcos(6)) .
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Hvis den resulterende kraft er positiv, sa accelereres klodsen pa vej
ned ad skraplanet. Er kraften negativ, bliver klodsen derimod bremset.
Dette bestemmes af faktoren

sin(0) — pcos(6) .
Denne faktor giver 0, nar
sin(#) = pcos(0) & tan(0)=p.

Altsa far man, at hvis tan(6) > u, er accelerationen positiv pa vej ned
ad skraplanet. Omvendt er accelerationen negativ pa vej ned ad skra-
planet, hvis tan(8) < u.

1-3 Luftmodstand

En anden form for gnidning, en genstand kan pavirkes af, er luftmod-
stand. Det viser sig, at den luftmodstand, en genstand pavirkes af, er
afhaengig af dens hastighed.

Pa figur 1.4 ses en plade med arealet A, som bevaeger sig med
hastigheden v. I et lille tidsrum flytter pladen sig stykket As. Herved
vil den flytte et rumfang af luft, der er givet ved

‘lluft =AAs ’

hvilket svarer til at massen af den flyttede luft er

muuf = pV = pA As.

Sterrelsen af det arbejde, som pladen udfgrer pa luftmeengden er
F' As. Hvis luften, for den bliver flyttet, har hastigheden v =0, vil den

fa tilfert den kinetiske energi Ey;, = %mvz. Denne tilforsel af kinetisk [~
energi ma svare til det arbejde, der er udfgrt pa luften, dvs. Figur 1.4: En plade med arealet A bevae-
1 9 1 9 ger sig med en hastighed pa v. I et lille
F As = gmyugv” = §pA Asv?, tidsrum flytter pladen sig med stykket
As.

og altsa er den resulterende kraft pa luftmaengden lig
F= %pAU2 .

Ifglge Newtons 3. lov méa luften pavirke pladen med en tilsvarende
kraft. Altsa ma luftmodstanden vere givet ved denne formel. Dog har
kraften kun denne stgrrelse, hvis al luften bliver flyttet samme stykke
As. 1 virkeligheden vil noget af luften dog beveege sig ud langs siderne
og skabe turbulens, hvilket betyder, at luftmodstanden i praksis s&endrer
sig med en faktor.

Med hvilken faktor, luftmodstanden sendrer sig, afhaenger af ob-
jektets form. Hvis objektet er mere strgmlinet, vil der f.eks. traekke
mere luft ud langs siderne. Luftmodstanden pa et objekt kan derfor
beskrives ved formlen



Figur 1.5: Formfaktoren for forskellige

former. Bevaegelsesretningen er mod hgj-

re.

Figur 1.6: Nar der er tale om laminar
strgmning opferer vaesken sig, som om

den bestar af en masse tynde lag, der gli-

der langs med hinanden.

IFormfaktoren kaldes ogsa nogle steder

en modstandskoefficient. Indekset w kom-
mer af det tyske Widerstand, »modstand«.

2,Laminar« er afledt af latin lamina,

»tynd plade«. Teenk pa laminering.
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Bevaegelsesretning

>

Flad plade Kort cylinder Terning  Spids kegle Kugle  Strgmlinet form

omﬁbDC

1,2 1,15 1,0 0,5 0,47 0,04

Fiufe = 3cwpAv?, (1.2)

hvor ¢, er en dimensionslgs konstant, der kaldes formfaktoren.!

Formfaktoren for en bestemt form kan bestemmes eksperimentelt.
Nogle vaerdier for forskellige former kan ses pa figur 1.5.

Denne formel for luftmodstand kan ogsa bruges til at beskrive
gnidningsmodstanden i letflydende veesker, f.eks. vand.

Eftersom luftmodstanden er proportional med kvadratet pa hastig-
heden, vil luftmodstanden pa et faldende legeme gges, ind til tyngde-
kraften og luftmodstanden er lige store. Nar de to kreefter bliver lige
store har legemet néet sin terminalhastighed. Denne kan altsa findes
ved at lgse ligningen F; = Fg, dvs.

mg= cprvterm

Lgser man ligningen, finder man, at terminalhastigheden er givet ved
formlen
2mg

Uterm =

cwpA

1-4 Stokes’ lov

Hyvis et legeme bevaeger sig gennem en meget tyktflydende vaeske,
f.eks. olie eller sirup, geelder ovenstaende formel ikke. Her er gnid-
ningsmodstanden i stedet proportional med hastigheden og atheengig
af vaeskens viskositet. Populaert sagt kan viskositet ses som et mal for,
hvor tyktflydende veesken er.

Viskositeten af en vaeske har betydning, nar veesken flyder tilstraek-
kelig langsomt til, at der er tale om laminar stromning.” Man taler om
laminar strgmning, nar veesken opfgrer sig, som om den bestar af en
raekke tynde lag, der flyder langs med hinanden. Pa figur 1.6 kan man
se en model for dette. Veesken ligger mellem to plader og flytter sig
ilag, nar den bevaeger sig. En stak glbrikker, man skubber til, er en
udmeerket model for, hvordan laminar strgmning foregar.

Man kan definere viskositeten ud fra to stgrrelser, forskydnings-
spaendingen og forskydningsraten.
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Man kan forestille sig veesken liggende mellem to plader som pa
figur 1.6. Hvis den gverste plade har arealet A og pavirkes af kraften F’
(se figur 1.7), definerer man forskydningsspaendingen 7 som den kraft,
pladen pavirkes med pr. areal, dvs.

T=—.

A

Forskydningsraten y viser, hvor hurtigt pladen bevaeger sig i forhold
til afstanden mellem de to plader. Altsa er
v
5

Det viser sig at de to stgrrelser 7 og y er proportionale, T =ny. Det
giver ogsa god mening, idet man ma forvente at den gverste plade
bevaeger sig hurtigere, jo stgrre en kraft, den pavirkes med. Proportio-
nalitetskonstanten 1 er det, man kalder viskositeten,

)’/:

n=". (1.3)
Y

Viskositeten beskriver altsa forholdet mellem den kraft pr. areal,
den gverste plade pavirkes med og den hastighed pr. lodret afstand,
pladens hastighed gges med. Hvis det er sddan, at man skal pavirke
pladen med en stor kraft for at gge hastigheden bare en lille smule, sa
er viskositeten hgj, dvs. veesken er meget tyktflydende.

Enheden for viskositet kan findes ud fra formlen (1.3). Hvis man
indsaetter definitionerne pa 7 og 7, far man n = FA~1v1h, dvs. enheden
for viskositet er

[n]l= [FIIAT v [A1=Nm2sm 'm=Nm2s=Pas.

For et lille objekt, der beveeger sig langsomt af sted i en viskgs
vaeske, viser det sig, at gnidningskraften er proportional med hastig-
heden. Hvis man ser pa en lille kugle, der bevaeger sig gennem en
vaeske, kan man forestille sig, at gnidningskraften ogsa kan atheenge
af vaeskens densitet p, dens viskositet 77 og kuglens radius r. Man kan
finde frem til at udtryk for gnidningskraften ved at foretage en di-
mensionsanalyse. Afhaenger gnidningskraften af disse stgrrelser (og er
proportional med hastigheden v) kan man opstille et formodet udtryk
for gnidningskraften

Fg=kpn°rev,
hvor eksponenterne a, b og c skal veelges, sa enhederne passer sammen.
Proportionalitetskonstanten £ mé bestemmes pa anden vis.
Heraf far man, at

[Fgl=[p1*n1°[r1°[v]
— (kgm—3)a (Nm—2 S)bmc ms—l — Nb kga m—3a—2b+c+1 Sb—l .
Da Fgz méles i newton, kommer enhederne til at passe, hvis man satter

a=00gb=c=1.5Dyvs.
Fg=Fknrv. 1.4)
For kugleformede legemer kan man lave en mere praecis matema-

tisk udledning, hvorved man far bestemt stgrrelsen af proportionali-
tetskonstanten k. Man far sa

A v
—— 'F

i
py - .

Figur 1.7: Den kraft pr. areal, den gver-
ste plade pavirkes med, er forskydnings-
speendingen; mens forskydningsraten er
den gverste plades hastighed i forhold til
afstanden mellem gverste og nederste pla-
de.

3Det er her veerd at bemerke, at gnid-
ningskraften altsa ikke athaenger af vee-
skens densitet, men kun af dens viskosi-
tet.
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Stokes’ lov
Fg=6nnrv, (1.5)

hvor n er viskositeten af veesken, r er kuglens radius, og v er
hastigheden.

For andre typer af objekter under de samme betingelser, geelder for-
mel (1.4) stadig, Her ma konstanten % dog bestemmes eksperimentelt,
mens »radius« r fortolkes som en karakteristisk leengde for objektet,
f.eks. en gennemsnitlig radius.
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Differentialregning

Inden for differential- og integralregningen findes der to forskellige
former for notation, som det er vaerd at kende. Den ene er den, der
traditionelt anvendes inden for matematikundervisningen i gymnasi-
et. Den kaldes Lagrange-notation efter Joseph Louis Lagrange. Her
anvendes et meerke til at symbolisere den afledte funktion, dvs.

'@, &), f"&).

Antallet af meerker angiver, hvor mange gange funktionen f(x) er
differentieret.

En anden notation, som man ofte anvender i fysik, stammer fra
Gottfried Wilhelm Leibniz, og kaldes derfor Leibniz-notation. Her skri-
ver man ikke ngdvendigvis eksplicit den uatheengige variabel i funktio-
nen, dvs. man skriver ofte f i stedet for f(x). Den afledte funktion mht.
x betegnes sa

d df
e f eller e

Hgjere ordens afledte (dvs. differentieret flere gange) skrives som’

1Det er her veerd at bemeerke, at d% er en
sdkaldt operator, dvs. en matematisk ope-

d? f d? f oSV ration pa funktionen f. % kan altsa ikke
dx2’  dxd3’ : opfattes som en almindelig brgk. Specielt
er
For integraler anvendes faktisk udelukkende Leibniz-notation: ar  f
dx " x’
f £(x)dx. dvs. d’erne kan ikke forkortes veek.

Her findes der ikke en tilsvarende Lagrange-notation.

2-1 Differentialer og delta-notation

Leibniz-notation bygger pa den tanke, at tangenthaldningen i et punkt
pa grafen for f(x) kan beregnes ved at tage en uendeligt lille tilvaekst
df i funktionsveerdien divideret med en uendeligt lille tilveekst dx i x.
De uendeligt sma tilveekster df og dx kaldes differentialer.

I fysikken regner man ofte med differentialer og tilvaekster i flaeng.
Dvs. man bekymrer sig ikke s& meget om, om man skriver Af og Axien
formel, eller om man skriver df og dx. Herved kan en del af de formler,
der udledes i fysikbogen, i stedet skrives vha. differentialkvotienter
eller integraler. Dette illustreres bedst med et par eksempler.

11



Figur 2.1: Effekten er lig tangenthaeld-
ningen pa en (¢,E)-graf.

P

AE

i1 ta

Figur 2.2: Energitilveeksten er arealet
under en (¢, P)-graf.
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Eksempel 2.1
I jeres fysikbog defineres effekt som forholdet mellem energitilvaekst og
tidseendring, dus.

AE

P=—1:.

At
Dette er i virkeligheden en gennemsnitlig effekt. Hvis man vil kende
effekten til et givet tidspunkt, skal man i stedet beregne

dE

P= T (2.1)

Effekten er altsa tangentheeldningen af en (t,E)-graf, se figur 2.1.
Formlen (2.1) kan omskrives til

dE =Pd:.

Det betyder, at tilvaeeksten i energi over et tidsrum er

to to
AE = dE = Pd:.

t1 t1

Energizndringen i en given proces fra tiden t1 til tg kan derfor bereg-
nes som arealet under en (t,P)-graf mellem tidspunkterne t1 og to, se
figur 2.2.

Eksempel 2.2
Arbejdet, der udfpres af en konstant kraft F over straekningen As =
89 — 81 er givet ved

A=FAs.

Skrives denne formel vha. differentialer far man
dA =Fds

hvilket giver fplgende to nyttige formler:

S9 dA
A=f Fds og F=-2,
S1 dS

der galder, uanset om kraften er konstant.

En anden fordel ved Leibniz-notationen set fra en fysikers syns-
punkt er i gvrigt, at man umiddelbart kan se, hvilken enhed, den
afledte funktion har. Notationen f'(x) siger ikke direkte noget om en-
heden for f'(x). Til gengeeld kan man umiddelbart se, at enheden for
% er enheden for f delt med enheden for x.

Eksempel 2.3
Funktionen s(t) madler straekningen til tiden t. Hvis s mdles i meter og

tiden t i sekunder, hvad er da enheden for %?

Enheden for % er enheden for s delt med enheden for t. Da s mdles
i meter og t i sekunder, males % I meter pr. sekund (m/s).
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2-2 Kinetisk energi

Hvis man regner lidt lgst med differentialer kan man forholdsvist let
udlede et udtryk for den kinetiske energi af et legeme. Den kinetiske
energi af et legeme med hastighed v ma svare til det arbejde, det
kreever at accelerere legemet fra hastigheden 0 til hastigheden v.

Den resulterende kraft er F' = ma, dvs. arbejdet ma vaere givet ved

s(v) s(v)
A= Fds= mads,
s(0) s(0)

hvor s(v) er den position, partiklen er i, nar den opnéar hastigheden v.

Integralet omskrives nu til

s(v) s dou s)  ds
f mads = m—dsz[ m—dv.
5(0) s0)  dt s  dit

Idet % =v kan integralet omskrives til en integration med variablen v.
Herved bliver integralets greenser til 0 og v i stedet for s(0) og s(v), og
man far ) .
f mﬁdv= mvdv=%mv2.
s dt 0
Den kinetiske energi af et legeme med massen m og hastigheden v er
derfor givet ved

1 2
Ekin = §mv .

2-3 Konservative krafter og potentiel energi

En kraft kaldes konservativ, hvis det arbejde, den udfgrer pa et legeme,
er uathaengigt af, hvilken vej, legemet bevaeger sig. Et eksempel herpa
er tyngdekraften. I det simple tilfeelde neer jordoverfladen, hvor F =
—-mg, vil tyngdekraften udfgre det samme arbejde pa et legeme, hvis
hgjde @ndres med 4, uanset hvordan legemet flytter sig.

Pa figur 2.3 ses et legeme, der flytter sig fra P til @ under pa-
virkning af tyngdekraften. Pa figuren er der indtegnet 3 forskellige
baner for legemets bevaegelse. Det arbejde tyngdekraften udfgrer pa
legemet, athaenger kun af hgjdeforskellen mellem P og @ og ikke af
den bane, legemet rent faktisk fglger pa vejen. Derfor er tyngdekraften
en konservativ kraft.

Idet arbejdet ikke athaenger af vejen, kan man beregne tyngdekraf-
tens arbejde ud fra den direkte (lodrette vej) som

0 0 0
Azf Ftdx=[ mgdx = [mgx] =—-mgh.
h h h

Ud fra denne beregning giver det mening at definere legemets potenti-
elle energi som
E pot =mg h.

Herved vil man til enhver tid kunne beregne tyngdekraftens arbejde
som A = —AE . Til enhver konservativ kraft F' kan man pa denne
made definere en potentiel energi som

Figur 2.3: Det arbejde, tyngdekraften ud-
forer pa et legeme, der flytter sig fra P til
@, atheenger kun af hgjdeforskellen & og
ikke af vejen fra A til B.



2Man kan altid selv veelge, hvor nulpunk-
tet for den potentielle energi skal ligge.

Typisk vil man veelge den veerdi, der giver
det simpleste udtryk for E .

3Integrationsvariablen kaldes her for s,
fordi x er en af graenserne.
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Potentiel energi ved positionen s
S
Epot = —f F(x)dx. (2.2)
50

Begyndelsesstedet sq veelges, sa den potentielle energi her er 0.2

Vha. formel (2.2) kan man finde udtryk for den potentielle energi i
forskellige situationer. Den potentielle energi i et tyngdefelt kan findes
ud fra Newtons gravitationslov

mima
2

Fi=-G

r

Her veelger man typisk, at nulpunktet skal ligge, hvor de to legemer er
uendeligt langt fra hinanden. Sa far man

T, mimg mimg|” mimg
Epotsz Pax=[-¢ 2] =2
¢S] X X 00 r

For en svingende fjeder har man, at kraften er givet ved Hookes lov
F = —kx. Nulpunktet leegger man typisk, hvor x = 0, og s far man?

* 1,21 1,2
Epot=/(; deS:[QkS ]Ozgkx .

Rigtigt mange af de kreefter, man ser i fysikundervisningen er
konservative kreefter. Undtagelsen fra dette er enhver form for gnid-
ningskraft, hvor arbejdet netop ikke er uathaengigt af vejen, idet en
gnidningskraft vil udfere et stgrre arbejde, hvis vejen er laengere.
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Differentialligninger

Rigtigt mange formler, der anvendes i fysik, kan udledes ved at lgse en
differentialligning. Nar man skal finde bevaegelsesligninger, har man
f.eks.

dv d2s

dt a?

og Newtons 2. lov F = ma. Kender man kraften pa et legeme, vil man
derfor kunne finde accelerationen, hastigheden eller stedfunktionen
ved at lgse en differentialligning.’

3-1 Henfaldsloven

Det er ikke kun mekaniske problemer, der kan lgses ved at lgse en
differentialligning. Henfaldsloven kan ogsa findes pa denne made.

Her ses pa et antal radioaktive atomer N, der henfalder. Ethvert
atom har lige stor sandsynlighed for at henfalde, dvs. antallet af atomer
dN, der henfalder i et lille tidsrum d¢ ma vaere proportionalt bade med,
hvor mange atomer, der er, samt den tid, man maler over, dvs.?

dN =-kNdt.

Denne ligning kan omskrives til

dN
— =—-kN,

dt

som er en differentialligning, der let kan lgses. Lgsningen bliver gen-
nemgaet i matematikundervisningen, sa her konstateres bare, at lgs-
ningen er

N = Nge ™,

idet man ved, at der til tiden ¢ = 0 skal vaere Ny atomer.

Aktiviteten af en radioaktiv prgve med N atomer defineres som
antallet af henfald pr. tid, dvs.?

dN
A=——"—ENje ® kN .
dt 0¢
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1Man kan altid stille problemet op som en
differentialligning. Om den sa kan Igses,
afhaenger af, hvor vanskelig ligningen er.

2F i formlen er en proportionalitetskon-
stant, og fortegnet for dNV ma veere nega-
tivt, da antallet af atomer falder.

3Fortegnet skyldes, at antallet af henfald
i et tidsrum er givet ved —AN, idet AN jo
er negativ.



Figur 3.1: Et svingende pendul.

4Den resulterende kraft er negativ, idet

den er rettet ind mod ligeveegtsstillingen.
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3-2 Harmonisk svingning
Hvis et legeme er pavirket af en kraft, der opfylder Hookes lov
F=—-Fkx,
sa kan man vha. Newtons 2. lov opstille ligningen
ma =—kx,
hvilket svarer til differentialligningen

d%x k

——__Z,

dt? m
Dette er en differentialligning af 2. orden, og sddanne ligninger laerer
man ikke at lgse i gymnasiet. Derfor anfgres lgsningen blot her:

x(t) = A sin(wt + ¢)

hvor w =/ %, og A og ¢ er integrationskonstanter.

3-3 Svingende pendul

Pa figur 3.1 ses et pendul, som svinger. De kreefter, der virker pa
pendulet, er tyngdekraften F; og snorkraften Fs. Den resulterende
kraft Fyes er summen af disse to kraefter, og den er parallel med den bue,
som pendulet svinger langs med. Man antager, at den snor, pendulet er
haengt op i, er masselgs.

Hvis snorens leengde er L, ma den straekning pendulet bevaeger sig,
kunne males ved bueleengden s, som afheéenger af vinklen 6 pa falgende
made

s=L0,
nar blot vinklen maéles i radianer. Herved bhver =L ‘ftz

Den resulterende kraft pa pendulet kan ud fra en geometrisk ana-

lyse af kraftdiagrammet pa tegningen bestemmes til*

Fies = Fisin(0) = —mgsin(0) .

Idet Newtons 2. lov siger, at Fres = ma = m%L$ kan man derfor opstille

dtZ >
differentialligingen
2
0
mL@ = —mgsin(@) ,
dvs. )
-
Froiaia sin(0) . 3.1

Allerede her kan man se, at pendulets bevaegelse ikke athaenger af
dets masse, men kun af snorens leengde L og tyngdeaccelerationen g.
Men differentialligningen (3.1) kan ikke lgses analytisk, s& man kan
ikke uden videre skrive en beveegelsesligning op.
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Hvis 6 er en lille vinkel, er det dog sadan, at sin(f) = 6. Herved kan
ligningen (3.1) omskrives til

d26
— ,’:; _ge ,
ds2 L

hvilket er den samme differentialligning som for en harmonisk sving-
ning. Derfor er lgsningen

0(t) = Asin(wt + ¢),

—./&
hvorw—\/z.

Svingningstiden for pendulet er sa T = %, hvilket fgrer til den
velkendte formel for et penduls svingningstid

|L
T=2m/—,
g

der altsa kun geelder for sma udsving.?

5Formlen geelder med god tilnsrmelse,
hvis det maksimale udsving er under ca.
30°.






—4 —

Vektorer

En del af de ligninger, der udledes i fysikbogen, er i virkeligheden
vektorligninger. Formler, der har med bevagelse at ggre, skal som regel
skrives som vektorligninger, hvis man skal tale om bevaegelser i 3
dimensioner. De stgrrelser i fysik, der er vektorer er bl.a.:

* Acceleration, hastighed og position; @, v og s.
¢ Kraft og bevaegelsesmaengde; F og p.

¢ Elektrisk og magnetisk felt; E og B.

Rigtigt mange af de formler, der er udledt i fysikbogen, kan skrives
om blot ved at tilfgje vektorpile pa de relevante variable. Dette gael-
der for eksempel for stedfunktionen for en bevaegelse med konstant
acceleration

—

s Z%Et2+70t+?o,

definitionen pa bevagelsesmaengde
p=mv

og Newtons 2. lov

. _ 47
F=md=—"—.
ma dt

Formlen for arbejde indeholder produktet af to sterrelser, der i
virkeligheden er vektorer. Her er det ngdvendigt med lidt mere analyse
af geometrien, for man kan oversatte til vektornotation. Det viser sig
dog, at formlen kan skrives direkte med vektorer, hvis man erstatter
produktet med skalarproduktet af de to vektorer:

Hvis kraften ikke er konstant, skal arbejdet udregnes vha. et integral,
A = [Fds. Dette kan ogsa oversattes til vektornotation, men matema-
tikken involveret gar noget ud over almindelig gymnasiematematik,
sa det far lov at ligge i denne omgang.

19



. —  [0) . .
1Accelerationen er @ = (a)’ idet koordi-

natsystemet er orienteret, s& acceleratio-
nen er parallel med y-aksen.
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4-1 Bevaegelse med konstant acceleration

Som eksempel pa, hvordan nogle af formlerne skal omskrives, kan man
se pa bevagelse med konstant acceleration. Hvis accelerationen er den
konstante vektor @, fir man disse to udtryk for hastigheden og stedet
af et legeme,

v=at+vy
?Z%Et2+70t+?o.

Som man kan se, svarer dette fuldstaendig til det éndimensionelle til-
feelde, bortset fra at der er tilfgjet vektorpile til de relevante stgrrelser.

I princippet er der nu tale om ligninger i tre dimensioner, dvs. for
stedfunktionen har man altsa i virkeligheden tre udtryk, der er skrevet
sammen i én ligning, nemlig

X = %axt2+v0xt+x0
1 2
Yy =35ayt" +voylt+ Yo

z= %azt2 + vzt + 2.

I praksis viser det sig dog, at nar man har at ggre med en bevagelse
med konstant acceleration, er det faktisk kun ngdvendigt med hgjest
to dimensioner, nar blot man orienterer sit koordinatsystem fornuftigt.

Det éndimensionale tilfselde

Hyvis accelerationen @ og begyndelseshastigheden v’ er parallelle, s&
orienterer man koordinatsystemet siddan, at accelerationen og begyn-
delseshastigheden ligger langs den samme akse. P4 denne made er det
kun ngdvendigt at regne i én dimension. Man far derfor ngjagtigt de
samme ligninger som ovenfor, blot uden vektorpilene.

Et eksempel pa dette er f.eks. et lodret kast. Her er accelerationen
a = —g og starthastigheden er parallel med denne. Dvs. man far

v=—g8t+vg

y= —%gt2+vot+y0.

Her er koordinatsystemet orienteret, s bevaegelsen foregar i y-aksens
retning.

Det todimensionale tilfselde

Hvis accelerationen og begyndelseshastigheden ikke er parallelle, kan
koordinatsystemet orienteres, sa accelerationen er parallel med y-
aksen, og vektorerne a og v tilsammen udspaender xy-planen. Derfor
er det kun ngdvendigt at regne i to dimensioner.

Et legeme, der er udsat for en konstant acceleration, vil s have en
position givet ved!

Voxl + X0
a2 v e+ ’
2 Oy Yo

?Z%Et2+70t+?0=
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Ligningerne bliver en smule simplere, hvis man laegger koordinat-
systemet sadan, at startpositionen (xg, yg) = (0,0). Sa far man

x) Voxt

y) \3at? +voyt)
Ud fra dette udtryk kan man udlede, hvordan banekurven ser ud, ved
at isolere parameteren ¢ i udtrykket for x

x
X = Uyt < l=—,
Uox
og indsatte dette i udtrykket for y
x \2 x a Vo
y=%a(—) +Uoy — = —5- O —x. 4.1)

Heraf ses, at banekurven er en parabel. Hvis man kalder den vinkel,
starthastigheden danner med vandret for a (se figur 4.1), har man

Vox = Ugcos(a) og voy = vosin(a) .
Indsatter man det i ligningen (4.1) for banekurven, far man

2
=———  x“+tan(a)x.
Y 2vgcosz(a)

Er der tale om et skrat kast i jordens tyngdefelt, er accelerationen a =
—g, og bade hgjde og leengde af kastet kan udledes af ligningen ovenfor.
Dette gaelder naturligvis kun, hvis man ser bort fra luftmodstand.

4-2 Jaevn cirkelbevaegelse

Hvis et legeme bevaeger sig i en jaevn cirkelbeveegelse, er det ogsa
kun ngdvendigt med to dimensioner for at beskrive bevaegelsen. Hvis
koordinatsystemet orienteres, sa cirklens centrum ligger i (0,0), vil
legemets position veere givet ved

(4.2)

- (r cos(cut))

- rsin(wt)

At banekurven virkelig er en cirkel ses ved at beregne

2

X2+ y2 =(r cos(wt))2 +(r sin(wt))2 =r cosz(wt) +r2 sinz(wt)

= rz(cosz(wt) + sin2(a)t)) =r2,

Altsa er banekurven givet ved ligningen x2 + y2 = r2, der jo netop er
ligningen for en cirkel med radius r.

Hvis man vil finde hastigheden og accelerationen af legemet, diffe-
rentieres udtrykket (4.2), dvs.2

- i (rcos(wt)) B (—rw sin(wt)) =
V' a3t \rsinwd)) ~ | rocos(wt)

ki

¥,
vo
v0y
A
@ x
V0x

Figur 4.1: Starthastigheden vg danner
vinklen a med vandret.

2Man differentierer en vektor ved at dif-
ferentiere koordinaterne hver for sig.
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og
—rw? cos(wt)

_,_i(—rwsin(wt)) ( ) 9
@ " dt | rowcos(wt) | T \—rw?sin(wt)] w8,

Ser man kun pa stgrrelserne af vektorerne far man herudfra de
velkendte formler

v=wr og a=wr=—.

En anden ting, man kan se af udregningerne ovenfor, er, at idet

@ = —w?7, er den resulterende kraft i bevaegelsen givet ved

— e 2

F=md=-mws .

Det betyder, at

1. kraften er modsat rettet positionen, dvs. den resulterende kraft i
en jaevn cirkelbevagelse peger ind mod cirklens centrum, og

2. en jeevn cirkelbevaegelse opfylder differentialligningen

25,
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Usikkerhedsberegninger

Der findes flere mader at lave usikkerhedsberegninger pa. Den fgr-
ste metode, der gennemgés i dette kapitel anvendes til at vurdere
usikkerheden pa en veerdi, der er et resultat af beregninger pa malte
stegrrelser.

Har man i stedet malt den samme stgrrelse mange gange, kan man
ved hjeelp af statistiske metoder vurdere, hvor stor den sande stgrrelse
er, og hvor stor usikkerheden er. Dette gennemgas til sidst i kapitlet.

A-1 Sammensatte malinger

Antag at man skal finde summen s af de to leengder x og y pa figur A.1.
Hvis man maler med en lineal, hvor méaleusikkerheden er 0,5 mm, hvor
stor bliver sa usikkerheden pa resultatet s?

Dette kan man finde ud af ved det, man kalder »max-min-metoden«.
Hvis man f.eks. maler, at

x=35mm+0,5mm og y=51mm=+0,5mm,
sa betyder det, at den rigtige veerdi for x ligger i intervallet
[34,5 mm; 35,5 mm)] ,
og at den rigtige veerdi for y ligger i intervallet
[50,5 mm;51,5 mm)] .

Ideen er nu at vurdere, hvor stor summen s maksimalt og minimalt
kan blive. Den stgrst mulige veerdi for s ma man fa, nar man leegger de
stgrste veerdier fra intervallerne sammen, dvs.

Smax = Xmax + Ymax = 35,5 mm+ 51,5 mm = 87,0 mm .
Vha. samme argumentation finder man sy, = 86,0 mm, dvs.
s=86,5mm+1,0mm.

Gennemgar man argumenterne, kan man se at usikkerheden As
pa s =x+y, ma veere givet ved

As=Ax+Ay.

23
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Figur A.1: Summen af de to leengder x
og y males.



Tabel A.2: Beregninger af absolutte og
relative usikkerheder.

Alle de stgrrelser, der indgar i formlerne,
er positive. De skal erstattes med deres
absolutte veerdier, hvis dette ikke er til-
feeldet.
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Sterrelse Absolut usikkerhed Relativ usikkerhed
A Ax+A
s=x+y As=Ax+Ay 28 _oxr Ay
s x+y
As Ax+Ay
Ss=x—-y As=Ax+Ay .
s x—y
A A A
s=xy As=yAx+xAy —s:—x+—y
s x y
Ax+xA A A A
§=— As=22ET 2D 2ot
y y? s Xy
A A
s=x" As=nx""1Ax _s:n_x
s x

Pa samme made kan man finde usikkerhederne i en reekke andre
tilfeelde af sammensatninger af malestgrrelser, se tabel A.2.

Som man kan se i tabellen er det ofte lettere at regne pa de relative
usikkerheder frem for de absolutte.

Her folger et enkelt eksempel pa metoden i brug.

Eksempel A.1

Man kan bestemme densiteten af en vaeske ved at foretage samtidige
malinger af rumfanget og massen af noget af vaesken. Dette kan ggres
meget simpelt vha. et madleglas og en vagt. Antag, at man ved en sddan
maling finder

V=575ml+05ml og m=4503g+0,0lg,

hvor tallene AV =0,5ml og Am = 0,01 g angiver usikkerheden pa ma-
lingerne i hhv. mdleglasset og pd vaegten.
Fprst bestemmes en vardi for densiteten p

~m _ 45,03g
V  57,5ml

=0,783 g/ml.

Herefter ser man pad usikkerheden. Densiteten beregnes vha. formlen
o= %, dus. den relative usikkerhed pa densiteten er

Ap Am +AV
o m \%4
_0,01g  0,5ml

= + =8,92-1073.
45,03g  57,5ml

Den absolutte usikkerhed er sd

A
Ap = ?p -0=8,92- 1073. 0,783 g/ml = 0,007 g/ml .

Den rigtige densitet af vaesken med usikkerhedsangivelse er sa

p = 0,783 g/ml + 0,007 g/ml .
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A-2 Usikkerhed ved flere malinger

Jo flere malinger man har af den samme stgrrelse, jo mere pracist
bliver resultatet.

Har man en raekke malinger x1,...,x, af en stgrrelse, sa beregner
man middelvaerdien x og usikkerheden Ax som

1 n
ni=1
Ax = Xmax ~ Xmin
2
Man kan vise ved en matematisk analyse, at usikkerheden p& middel-

veerdien er givet ved
Ax

v’
dvs. jo flere tal man maler, jo mindre bliver denne usikkerhed.
Den malte veerdi for stgrrelsen vil da vaere

Ax =

x=x+tAx.

Tabel A.3: 5 malinger af opdriften pa et

Her fglger et eksempel pa anvendelsen af formlerne. lod nedseenket i vand.

Eksempel A.2 Maling Fo / 1N
Ved malinger af opdriften F,, pa et lod nedsznket i vand far man op
mdlingerne i tabel A.3. 1 490
Middelveerdien er 2 491
3 494
Fop = % (490 uN +491 uN + 494 uN + 488 uN + 495 uN) =492 uN . 4 488
5 495

Usikkerheden er

Fop, max — Fop) min _ 495 }.LN —488 MN
2 - 2

AFop: :3,5 HN,

sd usikkerheden pa middelveerdien er

— AF,, 35uN
AF,, = \/ﬁ"”: NG =2uN.

Den sande veerdi for opdriften ma derfor ligge i intervallet

Fop=492uN+2uN.

A-3 Usikkerhed pa talletal

Ved malinger pa radioaktive grundstoffer med et Geiger-Miiller-rgr
far man et taelletal som resultat. Da dette teelletal er resultatet af en
stokastisk proces, ma man antage at de teelletal, man far for malinger
i et bestemt tidsinterval At er normalfordelte med middelveerdi N og
spredning \/ﬁ .

Maler man kun et enkelt tal er usikkerheden pa dette telletal N
givet ved v/N.



Tabel A.4: Taxlletal for en radioaktiv kil-

de som funktion af tykkelsen af blyplader

mellem kilden og detektoren.

Tykkelse/ mm N VN
0 115 10,7
2 98 99
4 75 8,7
6 57 1,5
8 47 6,9
10 36 6,0
125 - N
100 - .
N 75 - .
50 |- %*
I R B !
0 2 4 6 8 10
Tykkelse / mm

Figur A.5: Graf over tealletallet som
funktion af den samlede tykkelse af bly-
pladerne. Usikkerhederne pa de enkelte
teelletal er angivet pa grafen som error

bars.
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Eksempel A.3

I tabel A.4 ses en raekke tzlletal for en radioaktiv kilde. Telletallene
er malt ved at lade et Geiger-Miiller-rgr mdle over et tidsinterval pa
At = 60 s. Herefter er der indsat blyplader mellem kilden og detektoren
og malt igen.

Usikkerheden pad det enkelte taelletal er angivet i tabellen. Denne er
beregnet som VN, jf gennemgangen ovenfor.

Huis dette skal afbildes grafisk, afsettes de enkelte punkter fra ta-
bellen i et koordinatsystem. Usikkerheden vises ved at indsztte sdkaldte
werror bars«, der deekker intervallet N +v/N.

Pa grafen er ogsa indtegnet grafen for den eksponentielle funktion,
der passer bedst pa punkterne. Som man kan se, gar grafen gennem
alle de d=ekkede intervaller pa neer det sidste, hvilket nok skyldes, at
teelletallene her er sa sma, at man i virkeligheden burde have malt over
et stprre tidsinterval for at fa en padlidelig maling.
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Lgsning af fysikopgaver

Der gives intet sted i fysikbogen eller i eksamenssaettene en beskrivelse
af, hvad der egentlig forventes af en opgavebesvarelse. Derfor kommer
der her en gennemgang af, hvordan man bedst muligt stiller en god
besvarelse op.

1.

Nar man skal skabe overblik over en opgave, er det altid en god
ide at tegne en skitse over problemstillingen. Pa skitsen skriver
man opgavens oplysninger som ligninger.

Hvis der f.eks. i opgaven star, at »massen er 2,3 kg«, skriver man
m = 2,3 kg pa figuren.

Anvend altid sa vidt muligt standardnotation for stgrrelser, idet
det ggr en besvarelse lettere at leese. Det vil altsa sige m for
masse, p for tryk, T for temperatur, osv.

. Skriv altid anvendte formler op bade med symboler og med ind-

satte veerdier — og forklar, hvorfor det netop er disse formler, der
anvendes.

Hvis det i en opgave er ngdvendigt at skelne mellem to forskel-
lige stgrrelser af samme type, f.eks. en temperatur ude og en
temperatur inde, ggres det med velvalgte indices, Tyge 02 Tinde-

Husk altid at forklare, hvad de forskellige stgrrelser og indices
betyder.

For at lgse en opgave kan det vaere ngdvendigt at lave nogle
forenklende antagelser. Disse antagelser er ikke altid eksplicit
angivet i opgaven. Husk derfor at forklare, hvilke antagelser der
er gjort undervejs.

Grafer, der er en del af besvarelsen, skal altid veere forsynet
med overskrifter og stgrrelser pa akserne. Husk ogsa altid at
kommentere pa graferne.

Se altid besvarelsen igennem til sidst for at se, om der er enheder
pa alle stgrrelser, og resultater er angivet med det rigtige antal
betydende cifre (se nedenfor).

Som det geelder for enhver anden formidling, skal man selvfglgelig
ogsa sgrge for, at den forklarende tekst, der er en del af opgaven, er i et
preecist og velformuleret sprog.

27
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B-1 Betydende cifre

Nar man leeser et resultat af en beregning, vil man altid antage, at
usikkerheden ligger pa det sidste ciffer. Hvis f.eks. en energi angives
som E = 34,2 J, kan den rigtige energi vaere 34,1 dJ eller 34,3 J, men
ikke 35 J.

Skriver man derimod E = 34,20 J, har man sagt, at den sande
energi kan veere E = 34,21 J eller E = 34,19 J, men ikke 34,1d.

Et resultat skal altid angives med samme antal betydende cifre
som den mindst praecise stgrrelse, der indgar i beregningen.

Beregner man f.eks. et areal af en cirkel ud fra en radius pa r =
5,0 cm far man

A=n-r?=3,14159265359-(5,0 cm)® = 79 cm? ,

og ikke 78,5398163397, som lommeregneren giver.

B-2 Typografi og Word

Standarden inden for alle naturvidenskaberne er, at der skelnes mel-
lem stgrrelser og enheder ved, at stgrrelser er skrevet med kursiv, mens
enheder ikke er. Dvs. man skriver

I=3A ogikke I=3A

Dette gores ikke automatisk i Words formeleditor, men det er fak-
tisk forholdsvist simpelt at fa opretstaende tekst i formler. Man skal
blot skrive teksten ind i citationstegn, dvs. I=3"A" i stedet for I=3A.
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